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Fw. zu dessen Solution haben sollte, kann ich wnir nicht
vorstellen, und bitte mir zu melden, ob der autor ferner
etwas davon bekannt gemacht? In den Amsterdamer fran-
zosischen Zeitungen vom 5. Aug. 1749 war folgendes aver-
tissement: M. Quin Mackenzie Quin.... a inventé, a age
de 8 ans, et il a eu lhonneur de présenter au Roy. une
méthode par laguelle il multiplie et divise quelque nombre
de fisures que ce soit, et en vérifie le produit et le quo-
tient en une seule ligne. Il fait cetic opéralion en moins
de trois minutes, quand méme il sagiroit de multiphier 20
figures par 20 figures, ou #0 par 20. Ceux qui voudront
souscrire pour avoir cette méthode seront tenus de donner
d’abord une guinée, et une autre aprés que cetie méthode
leur aura été communiquée ou a leurs correspondans. Nach
der Zeit habe ich nichts mehr hiervon gehort.
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B 7 +(30—fy = (20— ) + (20— +(0—f—r)?
hat mir Anlass gegeben folgende theoremata zu finden, unter
welchen dieses das erste ist

L Siatdb+te=3m, erit

o’ +b*t-e*=(2m—a*4-(2m—>)* -+ (2m—-c)?
I. 8i a6+ 2¢=3m, erit

B P (e P B - (2 — 0
I §i a4 25+ 2¢=9m, erit

0* 40" - "= (2m—a)* +(4m—58)* -+ (hm—c)?
IV. Sia-b4-3e—=11m, erit

a* b+ e*=(2m—a)*+ (2m— b)* -+ (6m—c)®
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V.Sl a4-2b-4-3¢=17m, erit
a*+b*4-c*—=(m—a)* +2m— b2 (3m—e)?
VI 8i 206+ 20+ 3e—17m, erit '
o’ 0 -e*=(hm-—a)* - (bm—b)*} (6m—c)?
VIL 8t a4 35+ 3c=19m, erit _
a*-+b6*+-c*=(2m—a)* {8 m—8)* + (6 m— ¢)*
VUL St 224364 3c—1im, erit
a*+b' "= (2m—a)’ 4 (3m—b)*+ (Bm—¢)®
wo zu merken, dass die radices a, b, ¢ sowohl negative als
affirmative genommen werden kénnen.

- Solche theoremata kénnen auch fiir vier quadrata gefun-
den werden als
L Siatb+tetd=2m, erit :
a*+b*+-c* - d* = (m—a)* +-(m—b)*+{m—c)* +(m—d)*
I St at+-b64c¢--2d—=T7m, erit
a*+ b2 ¢+ d* = (2m—a)*+ (2m— b+ (2m— ) + (hm —d)?
OI. 8i at+-b+4-2¢4-2d—5m, erit
o*+ B e A= (m—a) b (m—b)? - (2m—c)*+(2m —d)?
IV. 8i a+2b+2c¢+2d—143m, erit ‘
2’ +b* - ¢*+ d*=(28m-a)*+ (km-b)2 + (bm—c)+ (bm—d)?

Wenn dahero 3% 8242 | ke* zu {29 92 J-ha?
reducirt werden soll, wo alle Buchstaben nwmeros impares
bedeuten, sowohl affirmativos, als negativos, so wiirde nach
dem Uten theoremate kommen:

1. 81 3+ B8+ y-ke=Tm, erit 3*}-5* 19>+ k> =
(@m-—3* 4 (2m — B+ (@m — y)* + & (Bm—s)?,
wo auch m ein numerus impar; also misste entweder
2m—3=—1, oder 2m—B—1, oder 2m-—y—1. Solches
geschichet nur in folzenden Fiallen:

— 517 —

L. wenn m=—1, und also @ 4y} hs—1,

2, wenn m—2, und also 8+ ¥+ ke=11, welches
. ‘ : unméglich,

3. wenn 8==2m+1, und y+we—5m—3 1.

2. 8 3+ B8-1-2y4-26—="Tm, erit R e S S
@m—3)"+ @m—BP 4 (km— 9> b{m—e

Also miissie seyn entweder 2m—3—={, oder 2m—pF—==1,

oder km—y=—=3 1, wo m eine gerade Zah! ist. Also ge-

schichet diescs in folgenden Fallen:
1. wenn m=—2, und also B4-2y-+-2s— (1,
2. wenn 8—2m=*1, und 2y 2e=5m—3 1,
3. wenn y—hkm=*1, und #4-2e—=—m—3 =2

3 S 6+ By 2e=Tm, erit 3* 4624 2 - he* =
(dm—3) - (2m—@)P 4 (2m—y)2 -k (n—e)%,
wo m wieder ein numerus par ist.
Jedoch zweifle ich, ob durch dieses 2t¢ theoremu allein
immer ein Quadrat —1 gefunden werden kénne.

Man kann auch solche theoremata fir fiinf quadrata ge-
ben, als:

L St ad-b4-c-f-dte=5m, erit ®}5* > d? et —

(@m—a)*~+(@m—bP 4 (2m —c)* - (2m —d)* (@m-—e).

. 8 a+b4-c4-d+-2e—ntm, erit >~} B4+ dr et
(m—a)*+(m—b)* -+ (m—e)* 4 (m— d) >+ (2m—e)™
ete.

Wenn man nun beweisen kénnte, dass eines von diesen
letztern quadratis kénnte ad nihilum gebracht werden, so
hitte man auch was man verlanget. Solches gehet also an,
wenn entweder a-b—-c+d—=0, oder 3a—b—-ct}d+2e.

Ew. IItes theorema von dem nexu inter 2m —1— k[
et 2m 44—k, concessa resolutione numeri 8n-3
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in tria quadrata, verstehe ich also: Sit nr—m— ‘,l,_= :;xt'(.]_ue
8n+3=8m—>5=aa-+bb+ce, wo e, b, ¢ numen: im-
pares sind; erit §m—k—1 —ﬁ—aaﬁ—}— bbb—ll— cz, uniic )
2 @ —1 — \ ]

o (4 (5 + (Y + ()
wo zwey radices pares sind, und zwey impaves, folglich
diese Form lpm—2:&=pp—]~lch']—§—rr—ri—::,zalso e

am—1=(p+qr+ p—a*+ (1) + (37
Weil a, b, ¢ sowohl negative als alfirmative genommen wer-

a-H1 +e

den kénnen, sit 2p == ~5—> 29— ET’ erit 2m—1

—_1N2
(‘3'1—,1’;""“[‘1)2_‘_( —Z;Zc—]—i 2+(a+b;~cfi)2+(q,_—i—i—l:‘j) )
Hernach ist 8m-+54==9-4aa- bb+-cc; also km-2—
(a 2 3)2-—{— (—3—3)2—}— (b—i—c)‘ﬁ_!_ (b;c)i, wo 5;—:” et zigerade,

i b—e ungerade Zahlen seyn werden. Also wird2m 1=
2 2

(a-i-b;[-c—s)z_l_( —bzc—3)2+ (a+bzc+3>i+ ‘ifi‘f)z
Hieraus folget, dass wenn

2m—4t—pp-t+gqg-trr—+tss,

alsdann immer seyn werde

2mA- 1= (p+AP (g + 1P Hr— 1P+ (— 17

nehmlich zwey von den radicibus quadratorum ipsius 2m—-1,

werden um 1 grosser seyn, als zwey von den radicibus

quadratorum ipsius 2m-—-1, und zwey um I kleiner. Wor-

aus dieses schone theorema entspringet:

Theorema. Wenn 2m—A4 —ea-G8-1yy-+00, et
2m-+1—aa-| bb +ecct+dd,

so werden von den Wurzeln a, b, ¢, d zwey um i grosser,

die andern zwey aber um 1 kleiner seyn, als die Wurzeln

@, 8,7, 0. Also ist;
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i=(=2+03+02'+£2 3=0%f- 124121 42
=0 (0 1)* 0~ 1) H1—1)2 (5 = (04-L)2-{- {4 f-1)Po (1 1 P(-1)*

5=024- 0% 12492 Te=12a2 L g2 L 92

i G o b e

9= 22002 12

HES 02+(_ 1)2_}_:}}_{_22
1I=024 12 412 f 32

Zu merken ist, dass o, 8, 7, 0 sowohl affirmative als negative
genommen werden kénnen. Also kann das theorema also
ausgesprochen werden: Singulae radicum g, b,e,d, semper
unitate discrepabunt a singulis litterarum «, @, v, 0.
Folgendes theorema scheint also merk wiirdi
Si2m-—1=pp gq -+ rr -+ ss, erit semper
2 = (p EAP - (g £ AP (r ok )P (5 4

dummodo signorum ambiguitas rite ohservetur *)

g zZu seyn:

Coroll.  Also ist allzeit =+ 2p 2 2r 254 h -9
oder =pkgr+ $4-1==0; das ist: Fine jegliche un-
gerade Zahl 2m— 1 kann allzeit in vier solche quadrata

pp-tqggtrrtss

resolvirt werden, ut sit = p + g Erts—1. Denn es ist
zu merken, dass man auch oft solche vier quadrata findet, da
diese Eigenschaft nicht Statt findet als 27 =0 17412 52,
oder 39 ~= 12 4. 12 4 42 —+ 6% Doch aber ist auch
27=1% 41>} 3 - &%, ubi +1—1—3 4 h=1.

Also ist, wenn diese signa + — — + verkehxt unter jene
quadrata geschrieben werden

*¥) Nicht eine jegliche Resolution von 2m— 1 hat diese Eigenschaft, son-
dern es gibt allzeit eine, so diese Eigenschaft hat.

Corr. math. et phys. 7. 1.
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2T =1* - 13 ¥
S o
20 —0* 42 -1 4*-3%, ubi +04+2 —% 43 =1
M= 121215212 ubi —1 15— 2—{
+ o -+
=22 L 2* 4+ 243, ubl - 2—2+ 5% —3—1
- 4 - +
/JB=1*4- 32+ 3+ 4, ubt —1+3F3—4=1
+ - — 1
M= 22422 5%, whi +2+242—5—=1
=+ 1*+1*4 6%
Von hier aus lisst sich nicht weiter gehen; dahero muss
man eine andere Resolution von 39 nchmen, welches durch
die Illte der chigen Formuln geschehen kann, da dann wird
a==1,b=—t, e = —1,d==6; a4+ 0+ 2¢+ 2d=10—=5m,
aiso m—2 und also
=143 + 527, ubt 1 3 — 5+ 2=1 oder
1—345—2—=1, also

ML 0% 4 28 6% -1 Hieraus muss wieder eine Reso-
:02+IPE+IE‘2+32 - .
lutiﬁngesucht werden. Nach dem andern theoremate wird

a—=—1,b=2, e=6, d—=0; a+b+e+2d=—=7=1Tm,
also m—1, und dahero &1 —23% 4| 0% 4 4* 4 &%, welche
wieder nichts hilft. ieraus aber wird durch das andere
theorema a=—=9, b—4%, e=4%, d=—3, m—27) u1.1d also

. ; i . tich
¥) Hierzn ist es aber leichter die theoremata von drey quadratis, sonderlic

das erste zu gebrauchen.
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M= 4 0% 0+ 5%, ubi — %40 05— g
_l_ — — — .
$ =35 - £+ 1* 4 5%, ubi +34+1—1—k—=1 oder
I QR gy
__,.

RSP 0220 £ 5, b FhF0f2 5y

=267 4 0% 4 0% 1 37,
Ungeacht ich aber in dieser Materie so weit gekonmen,

dass ich dieses theoremsa demonstriren kann: omMnem nume-

Tum esse summam quatuor quadratorum vel pauciorum, so

fehlet mair doch noch zu zeigen, dass diese' vier oder weni-

gere quadrata allzeit in integris angegeben werden kénnen,
Und dahero bin ich nech weit von des Fermai's Erfindung
entfernt. Zu dieser glaube ich auch nicht dass man gelangen
kénne, ohne bey den numeris trigonalibus anzufangen. Man

miisste also trachten zu bewecisen, dass omnis numerus in-

teger summae trium vel pauciorum numerorum trigonalium
gleich sey. Hierzu aber kann eine algebraische Evolution
keineswegs behilflich seyn, weil es mnicht einmal wahyr ist,

&£ X iZ -4 .
dass n— —‘j—— -+ Jij_—y -+ ;I— generaliter, sondern nur

in den Fillen, da n ein numerus integer affirmativas; da
hingegen diese Formul n — LLA-yy 22 4~ 00 wahr isi, -
wenn n auch ein numerns fractus 1st, nur nicht negativus.
Ich habe aber hierauf seit langer Zeit nicht weiter gedacht,
und also auch nichts weiter gefunden.

Vor ciniger Zeit habe ich Ew. eine Entdeckung tiber die
summas divisorum numerorum naturalium zu iberschreiben

die Ehre gehabt: *)

*) Lettre CHI du 1 Avril 1747,




— 522 —

- Nuwmeri: 1,2,3,5,5, 6,7, 8, 9,10,11,12,13, 14,156lc.
Summae divisor.:1,3,%,7,6,12,8,15,13,18,12,28, 14,24, 2k ctc.
und bemerket, dass diese series summae divisorum recur-
rens sey, also dass wenn /f die summam divisorum numeri
) ‘n andeutet, allzeit ist '

Sr=f (1) + fln—2) — i) —S(r—T) +/ln ~12)
—+/{n —15) — /(n— 32) — ete.
Diese Entdeckung schien mir um so viel merkwiirdiger, da
der Beweis davon nicht vollsiindig war, sondern sich auf
dieses theorema grimdete, dass

(1 —z)(1—2*)(1 —a®) (1 — %) (1 —af) ete. =

1—a'—2* + 2° + o — 2" — x'® 4 2°* } 2> — etc,,
welches ich nur per inductionem gefunden hatte und auf
keinerley Weise beweisen konnte. Fs schien mir auch merk-

wirdig, dass die exponenies alternatim sumii 1, 5, 12, 22,

35, ete. die numeri pentagonales sind, und die dbrigen 2,
7, 15, 26, &0, etc. die seriem pentagonalium retro conti-
nuatam vorstellen, also dass die obige series auch solcher-
gestali dargestellt werden kann

ete, — 204 26— @lf o — P  o® — m1+m5_m12+$22_m35+

ete.,

wo die differentiae exponentium. eine progressionem arith-
meticam ausmachen.

Seit der Zeit aber habe ich auch die Demonstration
dieses theorematis gefunden, welche sich auf dieses lemma
grindet:

(t—e)(1—8) ({1 ~9)(1—0) ete. =
f—a—@ (1—o)—y (1 —o) (1—8)— (1 —a) (1—5) (1 —y) — ete.
dessen Demonstration sogleich in die Augen fallt.

Also ist nach diesem lemmate
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(F—2)(t —2) (1 — %) (t — 2% (1 —2F) ete. = s =
| —~2—a* (1 —a) — 2° (1 —a) (1 —a?) —
x* (1 — ) (1 — a?) (1 — x*) — ete.
Ponatur s =1 —~ 20 — Axax, erit
A1 —zefie(t—2) (1—2) 2 (1—2) (1—2%) (1—2%) J-ete
Evolvatur uliique_ factor 1 — =z, erit
Ad=1—z —22(1— xx) — 23 (1—z2) (1 — 2%) — ete.

(1 — za) 22 (1 — 22Y (1 o 23) L 2 (t—az)(1 —x?) (1 = z?) tete.
hincque fiet ' '

A=1—ab ~ 3 (L —22)

Sit A—14 —5% — Bx®, erit

¥ (1—ax) (d —x®) —eta,

B=1—zxtz*(1—22)(1—2%) -2 (1 —zx)(t—z%) (1 — %) Lete.
Evolvatur factor 1 — ma: ‘
B:i;xx —a*(1—25) w28 (1—2%) (1 — 2%) — ete..

a2l — ) f 2t (1—a®) (1— 2% L 28 (1 —2%) (1 — 2% (1 — 25} C

hineque fiet : T e

B—=1— 2§ — 2B (1—z%) f-xll(imxs)(Imx4).—etc.

Sit B—=1 —x® — Cx®, erit

Co=d—z% L3 (1 — 2 (f—zt) +af (1—2®) ( —2% (1 — x5)-T-ete.

Evolvatur factor 1 — x%;

C=1—z¥ — 8 (1—:::4) —2% {1 — %) (1 — 25y —etc

F 2t (@ — )28 (1—2%) (A= 2%) 4= (1 —2) (1 — 25)(1—28) Lete.

ergo )

C=1—27 —xM(t—a?)

—2V5(1 — 2% (1 — 25) — ete.
Sit C—=1 — x7 — Daz'* etc. - '

Wenn man nun auf gleiche Ayt fortgehet, so wird
D=1 —u’— Bz, E=1 — x' — Fg'” ge,

Also wird seyi:
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2 s —=t—a—AL®

Az* =x* (1 —a°) — B’

By" —a’ ({ — ) — Ca'®

s—=i—ax — Ax
A—1—a°— Bz®
"B—i—o— Cx

C—1—2"— Dxtt oder Cx* =o' (1 —a”) — D™
D—1 —a— Extt Dm““—‘m“ 1 — %) — B
efc. ete.

woraus denn ganz ungezweilell folget

335) + xT (i o ms) - (.1 . :I:T) +

2 (4 o) — etc,

s—1-—x—a? (1

oder

s=t—x—a*t &'+’ —ax'?
: Euler.

't |-+ x*—x® —ete.
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Soumarne, Théorémes relatifs 4 la résolution des nombres en trois et guatrs
guarrés,

St. Petersburg d. 18, Juli 1750,

Bie Demonstration von den theoremalibus, die summas,

trium et quatuor quadratorum betreffend, welche Ew. in

Dero Schreiben anffilhven, habe ich leicht eingesehen, weil

genéraliter wahr ist, dass posita z— ziae_:}fffj—;ijz@,
e g $A

die vier gegebenen quadraia wotB8~+yy-00 gleich sind

(ez—af*+(fz—B)4-(g s—7)*+-(hz2—3), allwo die quan-

titates e, f, g, A pro lubitu genommen werden kionnen, wenn

auch iiher dieses, die letztern vier quantitates so beschaffen

sind, dass die summa quatuor radicum
(4S8t B a—(ot g4yt 0 =0,

30 kénnen die vier quadrata allezeit in dr rey quadrata ver-

wandelt werden.

s ot

S
s

T TE

e e A S R
R e - Rt i

A L L

o s

e e = :
B M T I e A

oy
it

iy

b
P



